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For the description of a three-body-system 6 coordinates are introduced which take full ad-
vantage of the symmetry properties of the system. The Schréodinger equation in these coordinates
is derived. Using rotational and reflection symmetry one obtains a set of [ respectively /+1 coupled
differential equations containing only the 3 coordinates of the triangle formed by the 3 masses.
Solutions are given for special potentials and arbitrary I. The physical meaning of the differential
operators appearing in the equations becomes evident from their application to the solution func-
tions. This leads to a rearrangement of the Hamiltonian in a very transparent form and gives a hint
how to get the most effective perturbation expansion. A simple example is worked out. For systems
with Coulomb interaction a modification of the method is suggested by physical considerations.
The calculation of the ground state energy of the Helium atom shows the rapid convergence of the

procedure.

A. Koordinatenwahl

Die in der Natur vorkommenden Systeme aus
3 Teilchen unterscheiden sich durch die Masse der
Teilchen und durch die Wechselwirkung zwischen
ihnen. Fiir das folgende nehmen wir an, dal die
Wechselwirkung nur eine Funktion der 3 Abstinde
ist, also keine Spin-Bahn-Kopplung oder ahnliches
vorkommt. Wir suchen zunichst Koordinaten, die
den allgemeinen physikalischen Symmetrien des Sy-
stems angepaflt sind, ohne dafl wir dabei auf spe-
zielle Potentiale bzw. Massenverhailtnisse Bezug neh-
men. Da die meisten Arbeiten iiber das quanten-
mechanische 3-Korper-Problem im wesentlichen durch
die verwendeten Koordinaten charakterisiert sind,
geben wir gleichzeitig einen Uberblick iiber bisher
verwendete Ansitze und diskutieren sie kurz.

1. Allgemeine Uberlegungen

Da sich die Schwerpunktsbewegung abseparieren
1aBt, legen wir den Ursprung des raumfesten Ko-
ordinatensystems XYZ in den als ruhend gedachten
Schwerpunkt. Zur Beschreibung der Lage der 3 Mas-
senpunkte geniigen dann 6 Koordinaten. Fiir diese
gibt es 2 Moglichkeiten.

a) Man beschreibt jeden Massenpunkt unter Mitver-
wendung des Schwerpunktsatzes vom raumfesten
System aus.

b) Man verwendet 3 Koordinaten, um die Gestalt
des Dreiecks festzulegen, das von den 3 Massen-
punkten gebildet wird, und die restlichen 3 fiir
die Orientierung des Dreiecks im Raum.

Ein Spezialfall von a) wird von Weicerr ! behan-

delt. Die von ihm gewéhlten Koordinaten liefern

1 .. Weicerr, Dissertation, Erlangen 1959.

einen einfachen Ausdruck fiir die kinetische Energie,
aber die potentielle Energie hingt im allgemeinen
von allen 6 Koordinaten ab. Daher kann man fiir ein
beliebiges Potential nur wenig Allgemeines aussagen.
Fir unser Ziel ist zweifellos b) besser geeignet, denn
hierbei wird der physikalische Tatbestand, dal die
potentielle Energie nur von der relativen Lage der
3 Massenpunkte abhéangt, voll ausgenutzt. Die poten-
tielle Energie ist dann eine Funktion der 3 Koordina-
ten, die die Gestalt des Dreiecks festlegen. Diese Ko-
ordinaten nennen wir innere, die 3 restlichen duBere
Koordinaten.

11. Innere Koordinaten

Fiir die Wahl der inneren Koordinaten hat man
folgende Maglichkeiten:

a) 3 Langen im Dreieck,
b) 2 Liangen und 1 Winkel,
c) 1 Liange und 2 Winkel.

Je nach der Art des vorliegenden Problems wird sich
eine der Moglichkeiten als besonders vorteilhaft er-
weisen.

Im Fall a) ist es naheliegend, fiir die 3 Liangen
die gegenseitigen Abstinde der 3 Massenpunkte zu
wihlen, wie es z.B. Frtcce und Mitarbeiter 2 tun.
Die potentielle Energie nimmt dann eine einfache
Gestalt an, wihrend sich fiir die kinetische Energie
ein recht komplizierter Ausdruck ergibt. Diese Ko-
ordinaten zeichnen kein Teilchen aus; sie sind da-
her besonders der Behandlung von Systemen ange-
palt, bei denen die 3 Teilchen entweder alle gleich
oder aber alle wirklich verschieden sind.

2 H. Dient, S. Frijcee, U. Scuréper, A. VoLkeL u. A. WEr-
GUNY, Z. Phys. 162, 1 [1961].
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Fiir den Fall b) bieten sich mehrere Moglichkei-
ten an, so zum Beispiel 2 Seiten und der dazwischen-
liegende Winkel. Jedoch ist eine Moglichkeit, die von
ManneBack und seinem Schiiler Vo-Tue-Hao 3, so-
wie von NApreL und Rupkr ¢ verwendet wird, beson-
ders ausgezeichnet. Sie wird in Abb. 1 a erlautert.

(2]
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Abb. 1 a. s: Schwerpunkt von
my; und my. S: Gesamt-
schwerpunkt.

Abb. 1 b. Reduziertes System.
0: Ursprung des raumfesten
Koordinatensystems.

Abb. 1. Koordinaten im 3-Teilchen-System. Variationsbereich
von o, ,u: 0<p<o0, 05r<o0, 0Zu<lm.

Die Koordinaten ¢, r und u sollen auch in der
vorliegenden Arbeit benutzt werden. Sie haben zwei
wesentliche Vorteile:

1. Der Ausdruck fiir die kinetische Energie des
3-Teilchen-Systems wird gleich dem fiir ein 2-Teil-
chen-System mit den Massen

my my

) {my+my) my
my+my

my+my+mg

p= ™™ und gy =

in der Anordnung von Abb. 1b. Die Umrechnung
findet man in % Dieses 2-Teilchen-System nennen
wir das reduzierte System, u; und u, die reduzier-
ten Massen. Wir konnen nun mit dem einfacheren
reduzierten System rechnen, miissen aber beachten,
daB alle physikalischen Uberlegungen am 3-Teilchen-
System durchzufithren und dann auf das 2-Teilchen-
System zu iibertragen sind. So gehen beispielsweise
in die potentielle Energie nicht die geometrischen

Abstiande des reduzierten Systems ein, sondern die
wirklichen Abstande

0, l/r2+ (m"ilﬁl' Q)_ —-2r (};l'n_:_l,,,_ Q)COSU,,
1 2 1 2

/ o B - - T
/ m, 2, m,
]/r2+< 2-~o> +2r< * Q)cosu.
§ my+m, = my+msy

2. Die physikalisch interessanten 3-Teilchen-Sy-
steme enthalten meist 2 gleiche Teilchen. Da unsere
Koordinaten 2 Teilchen auszeichnen, konnen wir
diese Symmetrie in einfacher Weise verwerten. Das
zeigt sich unter anderem daran, dal} bei der Vertau-

3 Vo-Tue-Hao, Dissertation, Louvain 1960.
4 H. Nirrer u. H. Ruper, Diplomarbeiten,
(unverofientlicht).
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schung von Teilchen 1 und 2, falls m; = m, ist, nur
eine innere Koordinate gedndert wird: der Winkel u
geht in 7 — u tber.

Fall c¢) diirfte besonders fiir Probleme geeignet
sein, bei denen der Endzustand aus 3 auseinander
fliegenden Teilchen besteht, weil dabei asymptotisch
das von den 3 Teilchen gebildete Dreieck ahnlich
bleibt und sich also nur eine Koordinate, nimlich
die Lange, andert. Zum Fall ¢) gehoren auch die von
Z1ckenDRAHT % ¢ verwendeten Koordinaten.

I11. AuBere Koordinaten

Wir miissen jetzt die Orientierung des Dreiecks
im Raum angeben. Dazu fithren wir ein rechtwink-
liges Koordinatensystem &7{ ein, dessen Lage durch
die 3 Massenpunkte eindeutig bestimmt ist. Dieses
Koordinatensystem nennen wir kérpergebunden. Sein
Ursprung soll mit dem Ursprung S des raumfesten
Systems zusammenfallen, seine Orientierung gegen-
tiber XYZ wird durch Eulersche Winkel afy fest-
gelegt, die dann unsere dufleren Koordinaten sind.

Fir die Einfilhrung des korpergebundenen Ko-
ordinatensystems gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Eine Achsenrichtung, namlich die Flachennormale,
ist durch das System ausgezeichnet. Die fiir die bei-
den restlichen Achsen noch verbleibenden Méglich-
keiten unterscheiden sich nur durch eine Drehung
um diese Achse. Inwieweit dadurch die Schrodin-
ger-Gleichung beeinflufit wird, wurde in * genau un-
tersucht. Auf Grund dieser Ergebnisse nehmen wir
als zweite Richtung die o-Richtung. Die Modifikatio-
nen, die sich bei Wahl der an sich gleichberechtig-
ten r-Richtung ergeben, werden am Schluff disku-
tiert. In beiden Fallen ist die fiir die Anwendung
wichtige Symmetrie zweier gleicher Teilchen bertick-
sichtigt.

Es gibt jetzt noch mehrere Moglichkeiten, die Ach-
sen mit &, 7, { zu bezeichnen. Da hierdurch iiblicher-
weise festgelegt wird, wie die Eulerschen Winkel ge-
zahlt werden, wirkt sich auch diese Entscheidung in
der Schrodinger-Gleichung aus. Es zeigt sich, daf}
die Wahl der o- (bzw. r-)Richtung als {-Achse und
damit als korpergebundene Quantisierungsachse zu
einer besonders iubersichtlichen Schrodinger-Glei-
chung fithrt. Die #-Achse soll in Richtung der Fla-
chennormalen liegen. Die gewihlten Koordinaten
sind in Abb. 2 dargestellt.

5 W. Zickexprant, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S. 52, 1565
[1964].
6 W. Zickexprant, Ann. Phys. New York 35, 18 [1965].
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natensystem &7, Der dazugehérende Azimutwinkel
ist Null, da u, in der &-{-Ebene liegt. Diese Fest-
stellungen werden dann wichtig, wenn wir die Lo-
sungsfunktionen und Operatoren der Schrodinger-
Gleichung interpretieren.
Verhalten bei Symmetrieoperationen:
1. Spiegelung am Ursprung
Wir nennen den Parititsoperator P, seine Wir-
kung auf die Koordinaten ist:

a—>a+a, f>a—-pf, y>a—y,

u—>u, 0—>0, T—>r. (1)
2. Vertauschung von Teilchen 1 und 2
Abb. 2. Innere Koordinaten o r u und &uBlere Koordinaten . . .
afy. Den Austauschoperator bezeichnen wir mit E,5;

wenn m, = m, ist, bewirkt er folgende Anderung

0%, p; und r ¥, @, sind die sphirischen Polar- i den Koordinatens

koordinaten fiir die reduzierten Massen u; und u,
im raumfesten System XYZ. Der Winkel u ist der a—>n+ta, fo>a-f, y—>2n—y;
Polarwinkel von u, im korpergebundenen Koordi- u—>mn—u, 0—>Q, T—>Tr. (2)

B. Schrodinger-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung fiir unser System in den Koordinaten o, r, u; a, f, y erhalten wir am ein-
fachsten auf dem in 7 angedeuteten Weg. Es ergibt sich:

=(Hi+H,+Hy) Y=EVY,
ke [ 32 2 3 h? (32 2 23
Hi= =5 (oo + 5 55) 2l o+ ar)

2 2 2 2
—( 08 +--—h*' )(38u2 +cotu 'a”+ .1 . B )-Ll’(oru),

2u,00 2u,r? Su  sin?u 3y
h: [ 32 1 32 o2 32
Hq= - 2 u, 0? [8,‘;’2 +cotf aﬂ sm2ﬂ< ZCOSﬂa a 3‘:127) ~2 3y2 l (3)

7,177 " _,7( g2 il 1 af><t A3 hﬁaﬁ)
yg 3 ek s ting —gng e S LR T, TR

, 31 3 B2
3 y(""‘ﬂa i 38 sin'ﬁa;)(c"‘“'i’y h3u>J

Fiir m;=00, m2=m3—Elektronenmasse geht (3) in die Schrédinger-Gleichung von HyLreraas® fiir 2 Elek-
tronen im Zentralfeld iiber. Bei dieser Zuordnung hat man allerdings nicht mehr das einfache Verhalten bei
Vertauschung der beiden Elektronen.

Fir das Folgende erweist es sich als zweckmaBig, den Gesamtdrehimpuls L auf die Achsen des korper-

gebundenen Koordinatensystems zu zerlegen. Diese Komponenten nennen wir kurz korpergebundene Kom-
ponenten. Wihrend in der klassischen Physik ein Drehimpulsvektor immer ohne Schwierigkeiten auch
auf mitbewegte Achsen zerlegt werden kann, ist beim quantenmechanischen Drehimpulsoperator Vorsicht ge-
boten, denn die korpergebundenen Komponenten zeigen hier ein anderes Verhalten als die raumfesten. Die
auftretenden Probleme wurden in 7 erértert. Wir geben an dieser Stelle nur die Ausdriicke an, die wir spa-
ter brauchen.

Die korpergebundenen Komponenten von L sind in unserem Fall:

H,=

R (. 3 cosy O 3
L:= i-(sm,aﬂ~siﬁﬁ§af+cotﬂcosya}),

h 3 siny J . d h 3
L,= — (cos Y3p T sinf 3a —cotfsiny é?) i L = ey
Sie geniigen den ,anomalen“ Vertauschungsrelationen: L:L, — L, L:= (k/i) L; und zyklisch.

7 H. NirreL, H. Ruper u. H. Voiz, Z. Naturforsch. 23 a, 199 8 E. A. HyiLeraas, Z. Phys. 48, 469 [1928].
[1968].
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Wir definieren noch folgende Operatoren:

L.,=L:+iL, =Le"l7 (cotﬂ—g—'—ki—a%—ﬁ»a%—),
. 0 1 23
A N Y (cotﬂay i e

_I3 4L L2— B [ g +ootf 55 + g (s — 200 55 + )|
=Ls +Ly +Ls = R |3 +ootf mp+ Gaplas —2e0s By 5 taa)-
Mit diesen Operatoren laft sich die Schrodinger-Gleichung (3) wie folgt schreiben:
5.+ o (L2210 + #QZ[L (cotuL;+haiu) +L. (cotuL:—haa—u) lwv-Ev.

Eine &hnliche Zusammenfassung wurde von ManNEBAck angegeben (miindliche Mitteilung).

C. Invarianzen des Hamilton-Operators

1. Drehinvarianz

Da die potentielle Energie nur von den inneren Koordinaten abhingt, ist der Hamilton-Operator dreh-
invariant. Die Eigenfunktionen lassen sich dann nach den Darstellungskoeffizienten der Drehgruppe ent-
wickeln. Im Laufe dieser Arbeit hat es sich als zweckméBig erwiesen, mit den Darstellungskoeffizienten
D, (afy) von Rose? zu rechnen; man vermeidet dadurch unter anderem Faktoren wie (—1)™". Wir
notieren einige Eigenschaften dieser D, (afy) :

Din (2 8 7) = €™ dipe (B) €™,

2z n 2

i 8 a2

[ [ (D (@B Dliw (257) dasinpafdy= 3570 S duu (5)

000

L2D£r'm=h2l(l+1) Din‘n, L"Dmn—hann’
[ ist die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses, m die Projektion auf die raumfeste Z-Achse und n die
Projektion auf die korpergebundene (-Achse.

L.Dhy=kV(I+n)(—n+1) Diu-s, L_Dhy=kV(I-n)(l+n+1) ol (6)
Dieser gegeniiber den raumfesten Operatoren umgekehrte Schraubsinn von L, und L_ folgt aus den
anomalen Vertauschungsrelationen.

Die Drehinvarianz des Hamilton-Operators liefert also folgende Gestalt der Eigenfunktionen fiir einen
Zustand mit gegebenem [ und m:

n=+1

TZ Qru,aﬂ;}) Zémn(gru) Dirm(aﬂy) (7)

Die Projektionsquantenzahl n nimmt im allgememen alle Werte von —1 bis +1 an, da unser Hamilton-
Operator einen Teil, ndmlich Hj,, enthilt, der gegeniiber Drehungen um die {-Achse nicht invariant ist. Zur
vollstindigen Losung der Schrodinger-Gleichung miissen wir jetzt noch die 2/+ 1 unbekannten Funktio-
nen D,,, (o ru) bestimmen.
11. Paritdt

Der Hamilton-Operator unseres Systems ist invariant gegen Spiegelung am Ursprung. Die Eigenfunk-
tionen besitzen daher Paritit: P ¥ = = ¥. Von (1) wissen wir, wie der Paritdtsoperator P auf die Koordi-
naten wirkt; damit erhalten wir:

PDL (afy) =Din (4o, —f,n—p) = (=1)*" Dy (2B 7). (8)

Mit dieser Uberlegung 148t sich unser Losungsansatz weiter einschrinken. Wir bilden dazu Funktionen
mit bestimmter Paritat:

Lk (aBy) = {Dfﬁn(aﬂ*/)ﬂ HH*Dh . (efy)}, n¥FoO0,
£7r%(1ﬂ7)_’*{Dmo(aﬂ}’)i(—I)ZDZO(aﬂV)}, n=0. (9)

9 M. E. Rosg, Elementary Theory of Angular Momentum, John Wiley & Sons, New York 1966.
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Die Funktionen L}, haben positive, L', negative Paritat: P L. = +£Ll=  L15 =0 fir [ ungerade,
L =0 fir | gerade
Der Faktor 1/)/2 bzw. 1/2 dient nur dazu, daB die L.} dieselbe Normierung besitzen wie die Dln,
Unsere Losungsfunktionen mit definierter Paritit werden dann:

=]

Pa=30% (ora) L& (afiy)s PPy W, (10)
1

n=0,n—
Auf Grund dieser Paritétsiiberlegung reduziert sich fiir einen Zustand mit Drehimpuls / und gegebener
Paritiit die Zahl der unbekannten Funktionen @5 auf ! bzw. [+1.
111. Teilchenvertauschung
Wir betrachten den Fall, daf} in unserem System 2 Teilchen gleich sind. Der Hamilton-Operator ist dann

invariant gegen Vertauschung der beiden Teilchen, und die Wellenfunktion verhalt sich entweder sym-
metrisch oder antisymmetrisch bei dieser Operation. Die beiden gleichen Teilchen werden bei unserer Wahl
der Koordinaten die Teilchen 1 und 2. Wie sich bei ihrer Vertauschung die Koordinaten dndern, haben wir
in (2) angegeben. Damit 1aft sich die Wirkung des Austauschoperators E;, auf unseren Losungsansatz be-
rechnen:

Eys Din (2B 7) =D£r‘m (ﬂ+a n—ﬂ 2a—y) =(=1)!Dia_n (af?),

E12££rm (afy) = (- mn (aﬂy), (11)

E12lpm —Elzij Einin_Z(Em ) (E12£mi) —+Z E12 jof~=1)" £m: Ti

’_>E12 mn (@ru) = mn (Qrﬂ u) == (_l)n mn (Qru)-

Wir fiihren die 4 verschiedenen Fille einzeln auf:

E12 ![/i; =+ Tl '—>E12 Qirm =+ (=" Qintu

E,, Tﬁ,}" =l YIH_ —Eys @m'; =—(=-D" Qir-z';n

Ey, Vo =+¥ﬂ —Eyy Oy = — (- 1)" D, (12)

Ep ¥ = -V = Ep @ =+ (-1)" D,
Diese Uberlegungen verringern die Anzahl der Funktionen @5, die fiir einen Zustand mit gegebenen
Quantenzahlen zu bestimmen sind, nicht weiter, wie dies bei der Paritat der Fall war, sondern liefern eine
Aussage iiber die Funktionen Qf,f;t selbst. Wir werden deshalb die Losungstheorie fiir die dueren Koordi-
naten ohne Spezialisierung auf 2 gleiche Teilchen durchfithren und erst im Laufe der Losungstheorie fiir
die inneren Koordinaten wieder darauf zuriickkommen.

D. Losungstheorie fiir die @uleren Koordinaten
Wir miissen nun den Hamilton-Operator auf unseren Losungsansatz

it (oru,afy) = 3 Dbk (oru) LbE (aBy)

wirken lassen und die L} (2 By) abseparieren, damit wir Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten
Funktionen @ (oru) erhalten. Dazu untersuchen wir zunichst, wie die einzelnen in der Schrodinger-
Gleichung vorkommenden Operatoren auf die Funktionen L% (a 8y) wirken.
L% =R2I(1+1) L5, LELE =h2n2ll%,
92 2 2 h® [ C? 2 9
N -y [pe - IS - 100 P A e 2 E
Hi L ( 2#1(892 T 39) 2Mz<3r2 A ar)

_(. B k(3 s _ n | li - 1+
(2ﬂ102+ 2/‘2’2)(8'12 +COtua sm2 )+V(Qru) J Liin H n Ly

HoLha= 5o o Q0+ D) =20} O, Hot g 10+1) 2"2}53.”5'”’
B = h’éé [V(T;;)m)(ncotu— ; )Emn+l

+V(l+n)(l—n+1)(ncotu+ = )L,,m 1}
=b£L+1 £mn+1 —b—(n—l)[:mn—la n=|=0a n= 1, n=Fl
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mit b= gy V) (=n+1) ((=1) cotu— 5, ).

Die Operatoren H; und H, lassen n unverdndert, wihrend H; von n auf n+1 und n — 1 schraubt. An die-
ser Stelle macht sich bemerkbar, dal H; und H, gegeniiber Drehungen um die {-Achse invariant sind,
H). dagegen nicht.
Das Verhalten fir n=0, n=1 und n=1[ wird getrennt untersucht:
n=0: LIO_O HkEmO—Vz bl ml9
n=1: HI-EmI——b2£m2a HI.-E —bl£m2—V2 bl m0;
n=0: L= H. Lo <26 I,
n=1: Hkl:ml:blZEnj:::, Hkl: —bl£m2"V2b O£m0,
fir alle /: n=I: Hkﬁfni, = —bl_(l_l)Eml_l.

Wir wenden jetzt den Hamilton-Operator auf unsere Losungsfunktion an, und zwar zunéchst ohne Be-
riicksichtigung der Sonderfille n=0, n=1 und n=1I:
(H—E) ¥}¥ = (H;+H,+Hr —E) Z Sl
= Z{(H _E) qu: Ll:t +1 (pli Ll mn-+1 '—bl (n—1) ¢mn£mn 1
n
= Z{(Hin —E) D35, + b, q%a 1 —bln Poinia} L =0.

Die Funktionen L% sind linear unabhéngig; es mull daher jede Klammer fiir sich verschwinden. Zusam-
men mit den bereits untersuchten Sonderfallen n=0, n=1 und n =1 erhalten wir so zu jeder Paritat und
jedem Drehimpuls ein System von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die Funktionen @y, . Zur bes-
seren Ubersicht schreiben wir die auftretenden Fille ausfiihrlich hin.

l gerade: {

[ ungerade: {

Positive Paritdt

l=0: (Hm —E) @mo -
1=1: (Hh —E) L%
]-32 (H% —E) ¢mo - V2biedad =0
V263 D% + (Hy —E) 453,&“ - bi, Do =
b2 1 +(Ho—-E) @,2,,45 =0
l ungerade
(Hy —E) @ — by &l o
bt DY + (HY —E) O — b DL =0
bl djgnn 1+ (Hm “E) ¢mn - bl——n qiirm%-l —0 (13)
bi D1+ (Hy —E) Dif =0
| gerade
(Ho—E)fp = V72'b’ DL =0
V2 bll mO ( E) gz5ml - @ =0
bl ¢l ml + (Hf" —‘E) ¢m2 - dsm3 =0 (14‘)

bl ¢ln 1, =k (Hm —‘E) Qin-tl - bl—n q)mn 1 =0

bl @ml 1+ (Hzl "‘E) (pml =0
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Negative Paritat

1 =0 existiert nicht. Der Grundzustand hat immer positive Paritat.

~
I

(Hio —E) Do —
(H} —E) D1 —

~
[
N

V2bl,d

2 2—
b——l m2

i =0, V2bl®is + (HY —E) ®}7 =0;

=0, b3di; +(H: —E) D7z =0;

1 ungerade bei negativer Paritat entspricht dem Fall [ gerade bei positiver Paritdt und umgekehrt.

E. Losungstheorie fiir die inneren Koordinaten

Wihrend sich die Losungstheorie fiir die dufleren
Koordinaten ohne Annahme iiber die Form der po-
tentiellen Energie entwickeln lieB, ist das fiir die
inneren Koordinaten nicht mehr moglich. Die Funk-
tionen ®L% (oru) konnen ohne Kenntnis des Po-
tentials nicht niaher bestimmt werden. Eine exakte
L6sung mit bekannten Funktionen wird nur in spe-
ziellen Fallen moglich sein; im iibrigen wird man
numerisch oder mit Storungsrechnung vorgehen miis-
sen. Wir suchen zunichst solche Spezialfille und
diskutieren die Losungen. Dazu wéahlen wir einen
Weg, der uns ohne viel Rechnung zum Ziel fiihrt.

1. Spezielle Losung im raumfesten Koordinaten-
system

Wir erinnern uns an die in Abschnitt A erwahnte
Moglichkeit, die 2 reduzierten Massen im raum-
festen XY Z-System mit den spharischen Polarkoordi-
naten o, ¥, @; und r, 9,, @, zu beschreiben. In die-
sen Koordinaten kénnen wir den Hamilton-Operator
sofort angeben:

H(o %y 1,705 ) =
he h?
=B A9, @) — 5‘/;2_4'(" Py y)  (15)

+V (e @172 Ps)
Dabei bedeutet 4(o ¥, ;) bzw. A(rd,¢,) den
Laplace-Operator in den entsprechenden Koordina-
ten.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB} zwischen den
beiden reduzierten Massen keine Wechselwirkung
vorhanden ist: die potentielle Energie hat dann die
Form

V(gD @110y 9s) =Vi(e P @1) +Va(r Py s),
und der Hamilton-Operator ist separierbar in
H(oDy @1,79302) =Hy (091 ¢1) + Hy(r Py p5).

Beriicksichtigen wir noch, daB8 die potentielle Ener-
gie bei unseren 3-Teilchen-Systemen nur von den
inneren Koordinaten g, r, u abhéngt, so erhalten wir

die Bedingung:
Vi(e9y @) +Va(rdyps) =V (oru).

Sie ist nur dann erfillt, wenn in der potentiellen
Energie die Winkel iberhaupt nicht vorkommen,
also V' =V(0) +V,(r) ist. Wir haben damit 2 von-
einander unabhingige Teilchen in einem Zentralfeld,
wobei die radiale Abhingigkeit des Potentials fiir
beide Teilchen verschieden sein kann. Dieses Pro-
blem 1aBt sich sofort weiter 16sen: Man separiert die
Winkel ¢, ¢; und ¥ @, ab und erhilt 2 unabhin-
gige Differentialgleichungen fiir ¢ und r. Als Eigen-
funktion fiir die reduzierte Masse ; bekommen wir:
Py, (0) Yim, (¥ ®;) und fir pg: Ryg, (r) Yo, (95 @s).
Dabei sind Yim,(?, ¢,) die Eigenfunktionen des
raumfesten Bahndrehimpulsoperators L2, 1, ist
die Quantenzahl des Bahndrehimpulses und m, die
Projektion auf die raumfeste Z-Achse. P;;, (o) und
Ry, (r) sind die zu den speziellen Potentialen V7, (0)
und V,(r) gehorenden Radialfunktionen. Die uns
interessierenden Losungen miissen einen scharfen
Gesamtdrehimpuls mit der Quantenzahl [ und der
Projektion m auf die Z-Achse und Paritat besitzen.
Wir bilden deshalb die entsprechende Linearkom-
bination und erhalten als Losung fiir das Gesamt-
system:

Pt (09 @11 95 ®s) =Py, (0) Ry, (r) (16)
: Z C(lylyl,mymym) Yim, (01 ?1) Yim, (P2 @s).

my+me=m

C(lylyl,mymym) sind die Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten. Die Paritit dieser Losung ist (—1)ute,
denn die Funktionen Yim,(?, ¢,) haben in diesem
Fall die Paritat (—1)%.

Nach (10) laBt sich in den Koordinaten ¢ru,
afy jede Losung wie folgt schreiben:

Pt (oru,afy)= > DL (oru) L1E (afy).

Ein Vergleich mit der obigen Lésung im raumfesten
System zeigt, daf} fiir das spezielle von u unabhén-
gige Potential V=V, (o) +V,(r) gelten mufl:

Dok, (oru) =Py, (r) Ry, (r) zamw® (w).  (17)
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Nun hingen die Winkel &, 9,; ¥, @, eindeutig
mit den Winkeln a, 8, ¥, u zusammen, und die Funk-
tionen Yy (% @1), Yim (¥ 9s) und LIE(a, B,7)
sind bekannt. Wir konnen also die unbekannten
Funktionen y%%% (4) bestimmen, indem wir die
raumfeste Losung umrechnen. Die Koordinaten o
und r werden von der Umrechnung nicht betroffen.
An dieser Stelle sieht man, dafl der Winkel u fiir
die Losungstheorie der inneren Koordinaten eine
besondere Rolle spielt. Wir beschaftigen uns deshalb
zuerst mit der u-Abhéngigkeit. Damit die Rechnun-
gen ubersichtlicher werden, lassen wir die o- und r-
Abhingigkeit vorlaufig auler Acht. Wir kénnen sie
spater ohne zusitzliche Schwierigkeiten wieder mit-
nehmen.

Wir setzen das in unsere raumfeste Losung ein:

H. RUDER

I1. Umrechnung der raumfesten Losung

Wegen des Transformationsverhaltens der Kugel-
funktionen bei Drehungen gilt:

Yl,m, ('0" ‘Po) Z D man (a ﬂ ?’ Yl,n(u, 0).

Die Kugelfunktionen hangen mit den Darstellungs-
koeffizienten zusammen:

Yim (91 91) = Vz bl Di,‘“o (¢4 0 0).

Da ¢, =a, ¥, =4 ist und D’ vom dritten Winkel
nicht abhéngt, konnen wir schreiben:

Vim, (By90) = /22 DY (@)

L - (94 @1, Do @3) = 2 C( b1, mymym) Yy, (04 @1) Yigm, (95 5)

my+my=m

= SCU bl mymym) /251D, )

m,+me=m

Z Diin (@f7) Yin(2,0) = ¥5E (u,afy).

Diesen Ausdruck formen wir mit der folgenden BeZIehung weiter um:

SC(llyl,mymym) Dy, (@B7) Dignn, (@By) =Clilalynynang+ns) Dinyn, (2B 7)

my+my=m

und erhalten:

b= (w,aBy) =

Z V2l‘“6(111210nn) Yin (4, 0) Din (2 7).

(18)

Um mit (10) vergleichen zu konnen, fassen wir die Glieder mit n und — n zusammen. Wir verwenden dazu:

Cy 11,0 —n —n) = (=1)u+e"LC(l 1,1, 0nn),

Yi,-n(u,0) = (-

Damit ergibt sich:
Wi (w0 f7) = 1/25FLC (1 L,000) Yio(w, 0)
ls
w3 2lx+1c(zll210nn) Y10 (u,0) {Dian (@ f7) +
n=1

Wenn wir noch beriicksichtigen, dafl die Paritat die-
ser Losung (—1)*% ist, dann sehen wir, daf die
Klammern {D%, + (—1)4+e(-1)*"D}_,} bis
auf den Faktor 1/)/2 bzw. 1/2 die Funktionen L%,
sind. Der Fall n=0 paBit sich dadurch an, da} fiir
l;+ 1y +1 ungerade C(l;[,1,000) =0 ist. Damit er-
halten wir fiir die gesuchten Funktionen:

£t () = 1/;27117’:176(11121,0nn) Yin(u,0),n=F0
Xﬁ%’i (u) = 1/2!1+1C(l1 [,1,000) Yy,0(u, 0). (20)

Die Losungsfunktionen mit [; + I, gerade gehoren zu

bt (u), die mit I +1, ungerade zu b= (y),

D" Yi (4, 0) =

(=1)"Y4n(u,0).

Dlr:m (af7) (19)

1) Dhy (@B )}

1)ll+l2 (-

I11. Diskussion der umgerechneten Losung

Als erstes stellen wir fest, da} unsere umgerech-
neten Losungsfunktionen Pjy,(9) Ry, (r) Flhx (y)
von der Quantenzahl m nicht abhidngen. Das gilt
nicht nur fiir dieses spezielle Potential, sondern ganz
allgemein, denn in den gekoppelten Differentialglei-
chungen fiir die @5, (0 r u) kommt m nicht vor. Wir
konnen uns das anschaulich so klarmachen: Bei einer
potentiellen Energie, die von den dufleren Koordi-
naten a, f, y unabhéngig ist, konnen die Anteile der
Wellenfunktion, die die Lage der Massen relativ zum
korpergebundenen Koordinatensystem beschreiben,
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nicht von der Richtung des Gesamtdrehimpulses im
Raum abhéngen.

Fir die weitere Diskussion formen wir die Lo-
sung mit der folgenden Beziehung um:

C(1,1,0nn)
STET
= (~)# )/ 2L Cyly, —nn0)
—y4n/21+1
=(—1)l o+ 1 ‘27:‘*‘—1 C(ll2l1,n —nO).

Damit wird:

b
Wb (w,afy) = (=174 3 C(UL L, n —n0)
n=—l

VDL, @8 Van Vi a0, 2D

Wir betrachten jetzt die einzelnen Faktoren:

V(21+1)/8 22 D%, (a By) kennen wir bereits (5),
es sind die auf 1 normierten Eigenfunktionen zum
Gesamtdrehimpulsoperator L2.

Um den Faktor V2xn Y, _,(u,0) zu deuten, er-
innern wir uns, woraus diese Funktionen entstanden
sind. Wir haben sie erhalten, indem wir die Eigen-
funktionen des Bahndrehimpulsoperators L3 vom
XYZ-System auf das {n{-System transformiert ha-
ben. Die Y;,_,(u,0) sind also die Eigenfunktionen
von L3 im korpergebundenen Koordinatensystem,
und —n ist die Projektionsquantenzahl von L, auf
die {-Achse. Die Winkel v und O sind die Polar-
winkel von u, im £7{-System. Der Azimutwinkel ist
Null, weil die &-Achse durch u, gerade so definiert
wird, daB u, in der &-{-Ebene liegt (s. Abschnitt
AIII). Wir transformieren also von einem raum-
festen in ein anderes verdrehtes Koordinatensystem,
das sich mit u, in spezieller Weise mitbewegt. Diese
Besonderheit ist auch der Grund dafiir, daB nicht die
Funktionen Y, _,(u,0), sondern V2z Y, _,(u,0)
auf 1 normiert sind, denn das Volumenelement fiir
das Normierungsintegral lautet in unserem Fall

dr=sinu dudasin g df dy 4,

und es gilt
T ol 0} P il 0 simundis = (1/2 ) B
0

Die Orthogonalitit beziiglich der Quantenzahl n lie-
fern die Funktionen Dk, (a 8 7).

Vergleichen wir die in den Clebsch-Gordan-Koef-
fizienten auftretenden Quantenzahlen [l,l;,n —n0
mit den Quantenzahlen der Funktionen

V(21+1)/872 Dy, (aBy) und V27 Yy, _,(u,0)
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und beachten die Summation iiber n, so sehen wir,
daB unsere Funktion PX%"* (u,afy) die gleiche
Form hat wie eine Clebsch-Gordan-Summe, bei der
aus den Produkten der Eigenfunktionen von L? und
L3 eine Wellenfunktion gebildet wird, die zusitz-
lich Eigenfunktion von Li = (L + L,)? ist. Das Plus-
zeichen zwischen L und L, werden wir gleich disku-
tieren. Der resultierende Drehimpuls L; besitzt die
Projektionsquantenzahl Null auf die (-Achse. Wir
veranschaulichen uns diese Uberlegungen an den

Abb.3aund 3b.

z raumfest & kdrpergebunden

My+my=m

Abb. 3 a. Vektormodell fiir
T%‘l’i (D4 @1, P @3).

Abb. 3 b. Vektormodell fiir
YU (4,0 fy).

Diese Zeichnungen besitzen natiirlich die iiblichen
Mingel solcher Vektormodelle.

Der scheinbare Widerspruch, dal es im raum-
festen System L;+ L,=L heiit und im korper-
gebundenen System L+ L, =L, , 16st sich auf, wenn
wir bedenken, dafl alle zu 3 a gehorenden Dreh-
impulsoperatoren die normalen Vertauschungsrela-
tionen besitzen, wihrend die Operatoren von 3b
zum Teil den normalen und zum Teil den anomalen
Vertauschungsrelationen geniigen, und zwar verhalt
sich, wie wir in IV sehen werden, L, normal und
L und L; anomal. Nun bewirkt aber der Ubergang
eines Drehimpulses L; in —L; einen Wechsel der
Vertauschungsrelationen; d. h. wir miissen L, durch
— L, ersetzen, damit alle 3 Operatoren von 3b die
korpergebundenen anomalen Vertauschungsrelatio-
nen haben. Die {-Komponente von L, ist Null, da
die Masse u; bei unserer Definition des korper-
gebundenen Koordinatensystems auf der (-Achse
liegt. Die {-Komponente des Gesamtdrehimpulses
wird also nur von L, geliefert.

Damit konnen wir auch verstehen, warum die
Summationsgrenze der umgerechneten Losung I, ist,
wihrend bei dem allgemeinen Losungsansatz die
Summe bis [ lauft. Fir [ </, sieht das zunachst wie
ein Widerspruch aus; da aber die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten C(llyl;,n —n0) fir n>Min(l,l)
Null sind, wird auch hier nur bis ! summiert. Fiir
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I>1, sind bei unserer speziellen Losung alle Funk-
tionen D% (oru) mit ly<n <1 Null. Das liegt an
dem besonderen Potential: Wir haben zwischen
und u, keine Wechselwirkung, so da} I, eine feste
Quantenzahl ist. Im allgemeinen Losungsansatz da-
gegen sind solche Wechselwirkungen enthalten. Da-
durch tritt ein Drehimpulsaustausch zwischen L,
und L, auf, und [, kann alle Werte annehmen. Die
Projektionsquantenzahl n wird deshalb im allgemei-
nen Fall von [ begrenzt.

1V. Einsetzen der Losung

Man bekommt einen Einblick in die physikalische

Bedeutung der Differentialoperatoren, wenn man

H. RUDER

ihre Wirkung auf die Funktionen x%%* (u) unter-

sucht. Die Koordinaten 0 und r lassen wir dazu wie
in * mit einem Sperrpotential bei 0, bzw. ry starr
werden. Das Sperrpotential hat die Form V(0)
+V,5(r) und gehort somit zu den Potentialen, fur
die unsere spezielle Losung gilt. Unser System be-
steht in dieser Vereinfachung aus den beiden redu-
zierten Massen g¢; und u,, die in den festen Abstén-
den ¢y bzw. ry mit den Drehimpulsen L; und L, um
den Koordinatenursprung umlaufen. In den Diffe-
rentialgleichungen kommen dann die Ableitungen

3 3¢ 3 2

30’30’ 3r’3r
nicht mehr vor.

Wir bestimmen zunichst, wie die u-abhiingigen Operatoren auf die Funktionen Y,,(u, 0) wirken:

(g eotu 5= eu) Vin(,0) = B2la(la+1) i (w,0),

h e . ncotu | Y, (u,0) = h]/i(l;——;l)i(l;-i-ni—}-l) Yini1(u,0), (22)
Su

h(— —aa;— —ncotu) Yin(u,0) = hV(Vl2'i';l)ﬁ(l2"”r+ 1) Yin-1(u,0).

Die Y;,,(u,0) sind, wie wir aus III wissen, die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses von u,; im &nt-
System. Wir konnen also die 3 Operatoren auf Grund ihrer Wirkung formal als die kérpergebundenen,
allerdings von n abhingigen Operatoren L3, Ly, und Ly_ deuten.

Bevor wir uns mit den Einzelheiten dieser Deutung niher beschiftigen, setzen wir noch die Funktionen
7% (u) in unsere gekoppelten Differentialgleichungen ein. Mit den obigen Beziehungen wird:

1L, _ [( h* h o1 | i+
Ho i (u) = I(zylgoﬁzy L)l D) b o DO+ —207] | A (),
A C(lllzl On— ln 1) Il]l,ﬂ:
bil nlm—:tl (u) - 2/4 9 [l n] [l27 ] C(l lzl Onn) (u)a
ClLLOn+1n+1) gy s
BL s Tty () = ’2’};’9 s [, —n][l, —n] IC§II LLOnn) T (u)

mit der Abkiirzung: [(l,n] per. V(I+n)(I—n+1).
Die n-te Zeile unseres Differentialgleichungssystems ergibt dann:
0= bﬁxiﬁ‘é-*, (u) + (Hi —E) ron® (1) —bha gk (@)
2u oot 1) + 5, oo [ +1) +10+1) =27%) C(ly 1oL, Onn)
- [l,n] [lg,n]C(lllzl,On—ln—l) — [, =n]lll, —n]C(L L, 0On+1n+1)]

I S il =
Cllgl,0nn) — = | Xmn () =

Der Energieeigenwert E hingt hier scheinbar noch von n ab. Da aber die Clebsch-Gordan-Koeffizienten
die Rekursionsbeziehung?
[—L (L +1) +5(+1) +1(1+1) —=2n%] C(l; 1,1,0nn)
—[L,n][l,n] C(ly1,,0n—-1n—1) = [l, —=n][ly, —n] C(l;1,,0n+1n+1) =
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erfiillen, erhalten wir:
h? h?

2uet WF D+ 5 e b+ ).

Dieser Ausdruck ist fiir jede Zeile der gleiche. Das

richtige Verhalten der Losung an den Réandern des

Gleichungssystems wird durch die Symmetrien der

Clebsch-Gordan-Koeffizienten geregelt. Unser Diffe-

rentialgleichungssystem ist damit geldst.

E=

Das Ergebnis fiir den Energieeigenwert ist un-
mittelbar verstandlich. Wir bemerken noch, daf} E
die Form E;(¢) + E5(r) hat. Wenn wir nun die o-
und r-Abhéngigkeit mitnehmen, erhalten wir genau
wie im raumfesten Fall 2 unabhéngige Differential-
gleichungen fiir ¢ und r.

Die in (20) gefundene Losung fiir die u-Abhén-
gigkeit gilt, wie aus der Herleitung hervorgeht, nicht
nur fiir potentielle Energien der Form V', (0) + V, (r),
sondern fir jede von u unabhingige potentielle
Energie V (o,r). Die Differentialgleichungen fiir o
und r sind dann natiirlich iiber ¥ (o,r) gekoppelt.
Ein Spezialfall ist das von ZickenpranT > € verwen-
dete Potential V' (y), da % mit unseren Koordinaten
verkniipft ist durch

2 _mytmytmy

y =2

(1 @+ uar?).

my my+my mg+mg my

Ein solches Potential V' (y) hat allerdings keine un-
mittelbare physikalische Bedeutung.

Wir wenden uns jetzt wieder der Deutung unserer
Operatoren zu. Dazu betrachten wir einen Teil des
Hamilton-Operators (3), an dem wir bereits alles
Wesentliche diskutieren kénnen.

[ ) . 9 1 3
- e [ootB 5 +ing — g a]
KA 3 3
‘| —cotu e a}'i —h éu—]

In Abschnitt B haben wir fiir (k/i) e”” mal der
ersten Klammer den kérpergebundenen Schraubope-
rator L, eingefithrt. Nachdem dann der Hamilton-
Operator auf unseren Losungsansatz gewirkt hatte,
konnten wir die zweite Klammer formal als den von
n abhidngigen Ls_-Operator fiir die Funktionen
Y, »(u,0) deuten. Jetzt sehen wir noch eine andere
Moglichkeit: Wir verwenden die Beziehung

Yhn(uy 0) Dir'm (aﬂ}’) = YL:"("” 7) Dg:m (aﬂO) )

d. h. wir nehmen e von Db, (2 fy) weg, schrei-
ben es zu Y, ,(u,0) und erhalten Y, ,(u,y). Fir
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diese Funktion ist dann e~ mal der zweiten Klam-
mer der normale, von n unabhangige Schraubope-
rator Ly _ . Die erste Klammer dagegen bekommt fiir
Din.(aB0) erst dann die Bedeutung von L., wenn
der gesamte Operator auf Y, (u, ) gewirkt hat. Da
nur Produkte Y, Db, mit gleichem n auftreten
(Yy,-n(4,0) = (=1)" Y}, (u,0)), stimmt das n in
den Operatoren mit dem n der dazugehérigen Funk-
tionen immer iiberein. An dieser Stelle erkennen wir
die Doppelrolle von y: Einerseits gehort y zu den
Eulerschen Winkeln, die die Lage des &n{-Systems
definieren, und andererseits ist y der Azimutwinkel
von u, . Die erste Moglichkeit haben wir ausgefiihrt,
indem wir das korpergebundene Koordinatensystem
durch die Lage von u; und u, festgelegt haben. Den
zweiten Fall erhdlt man, wenn man das {7-System
allein durch die Lage von g, bestimmt, und zwar so,
daBl die &-Achse in der Z-(-Ebene liegt. Die Euler-
schen Winkel sind dann «, f, 0; der Winkel y ist
in diesem System der Azimutwinkel von u,. Beide
Moglichkeiten sind aus dieser Sicht gleichberechtigt.
Da wir aber wegen der potentiellen Energie zwischen
dufleren und inneren Koordinaten unterscheiden, ist
es fiir unser Problem sinnvoller, a # y beisammen zu
lassen und erst die Funktionen L% (afy) abzu-
separieren.

Mit diesen Uberlegungen ist die zunichst formale
Einfithrung von L%, Ly, und Ls_ fiir die n-abhén-
gigen Operatoren verstanden. Die auftretenden
Schwierigkeiten liegen also an der Doppelrolle von
y; wenn wir sie beachten, konnen wir fiir den be-
trachteten Operator im weiteren — L, Lg_ schreiben.

An der Gestalt und dem Schraubsinn von Lo_
sehen wir, daf} sich L, wie ein normaler Drehimpuls-
operator verhilt; dieses Ergebnis haben wir in III
bereits vorweggenommen. In diesem Zusammen-
hang betrachten wir noch einmal die Wirkung von
—L, Ly_ auf die Funktionen Y;,, D}, . Da sich die
Komponenten von L anomal und die von L, normal
verhalten, schrauben L, und Ls_ in dieselbe Rich-
tung, und wir bekommen

- h2[l; n] [l2s n] Yl,n—l Dir:n—ls

also wieder ein Produkt von Eigenfunktionen, bei
denen die Projektionsquantenzahlen auf die {-Achse
gleich sind.

Die Reihenfolge der Operatoren L, und Ls_ wird
jetzt ebenfalls verstidndlich. Dazu stellen wir zunichst
fest, daB e~ mit keiner der beiden Klammern ver-
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tauschbar ist, wohl aber die Klammern unter sich. und erhalten entweder — L, Ly_ oder —Lo_ L., .
Das heillt, je nachdem wie wir y deuten wollen, ver- Der erste Operator des Produkts ist dann immer der
tauschen wir die beiden Klammern, fassen die an vollstandige Schrauboperator. In diesem Sinne sind
erster Stelle stehende Klammer mit e~ zusammen die Operatoren L, und Ls_ sogar vertauschbar.

F. Zusammenfassung der Losungstheorie

Wir gehen noch einen Schritt weiter und fithren die Bahndrehimpulsoperatoren von u, in die Schro-
dinger-Gleichung (4) ein, also noch bevor wir den Hamilton-Operator auf den Losungsansatz anwenden.
Dieser Schritt liefert uns eine einprdgsame Gestalt des Hamilton-Operators, an der wir auflerdem einige
allgemeine Eigenschaften ablesen kénnen. Wenn wir jedoch mit den Operatoren rechnen, miissen wir auf
die in Abschnitt EIV diskutierte Reihenfolge achten und auf unsere bisherigen Ergebnisse zuriickgreifen.

Fir den Hamilton-Operator erhalten wir:

" o & ,2,51) Ry 2 |
zﬂi[—h (892+ 2 ag) T LB+ 213 L. L, ~L_L,.)|

1| e 23\, 1.9
+ 2ﬂ21—h2(ar2+ 2 a,)+ 3 L2]+V(Qru)

Nun 148t sich der Operator 2 L wegen L; = Lo, durch 2 L; Ly; ersetzen. Damit konnen wir dann fiir die
Klammer (Li+L2—L, Ly_ —L_ Ly, —2 L?) formal (L — L,)?2 schreiben. Wir fiihren noch die Abkiirzung

(0] (5 %)

o Jo

ein und stellen die korpergebundene und raumfeste Darstellung einander gegeniiber:

Korpergebunden :

Koordinaten oru, afy;

He g |01+ s M=Lo)?| + 5 [0+ 5 L3 +¥(eru).

Losung fir V(oru) =Vi(0) +Vs(0)
Poh= (eru,afy) =

ly 1 P
Puy (@) R, (1) 2 (=17 C(lLi,n —n0) V R Din (@87) V27 Y0 (0,0) -

(23)

Raumfest:
Koordinaten o %, ¢, r ¥ @s;

1 1 0], 1
He g 1o+ o LE| + 50 |11+ L L8] +V(edhpirdam) .

Losung fiir V(09 @y, 195 05) =V,1(0) +V(r)
W= (e 91 @1, 792 @2) =Pu,(0) Ry, (r) 2 C(lylyl,mymym) Yo, (91 #1) Yigm, (F292) . (16)

my+my=m
Man erhilt also den korpergebundenen Fall formal aus dem raumfesten, indem man L; durch L— L, er-
setzt, und die Drehimpulse L und L, auf die Achsen des korpergebundenen Koordinatensystems zerlegt.
Dieses Ergebnis ist vom Standpunkt der klassischen Mechanik véllig klar. In der Quantenmechanik jedoch
ist bei der Zerlegung von Drehimpulsoperatoren auf mitbewegte Achsen Vorsicht geboten, wie in 7 disku-
tiert wurde.
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An dieser Gestalt des Hamilton-Operators sehen wir auch den Unterschied zwischen o- und r-Richtung-
Quantisierung: Wenn wir die korpergebundene Quantisierungsachse in die o-Richtung legen, tritt L — L,
an die Stelle von L, , wihlen wir die r-Richtung, so steht L —L; an Stelle von L,. Bei unserem speziellen
Potential ist keine der beiden Moglichkeiten ausgezeichnet.

Wir betrachten nun ein allgemeines Potential ¥ (o ru). Da dann zwischen u; und u, eine Wechselwir-
kung vorhanden ist, sind L; und L, nicht mehr scharf, und wir miissen iiber alle Drehimpulsquantenzahlen
l; und l; summieren. Dasselbe gilt auch fiir die radialen Quantenzahlen i und k. Die allgemeine Losung
sieht daher bei o-Richtung-Quantisierung wie folgt aus:

¥ (oru,afy) = 2 au, Rua, () mezl w. (@) 20(ll2ll,n—n0) V2a Y, ,(u,0) V““U‘n( B .

Weil der von u abhingige Teil der Losung von der Summation iiber /; nicht betroffen wird, fassen wir
P!, dementsprechend zusammen. AuBerdem kéonnen wir fiir die Summationsgrenzen von n auch I an Stelle

von [, schreiben, wie wir uns in Abschnitt EIII iiberlegt haben.

1
Y. (oru,afy) = kzlakl,Rkl. (r) =Z {Zbkmll i (@) CLL L, n —nO)}V2ﬂ Yy, n(u,

2’+1D"n(aﬂy).

Die in der Klammer stehende Doppelsumme iiber i und I; konnen wir nun auch durch eine einfache
Summe iiber i’ ersetzen, indem wir die o-Abhingigkeit nach einem neuen vollstindigen Funktionensystem
Piun (0) entwickeln. Zusitzlich ordnen wir die Summen iiber I, und 7 um und erhalten:

l
W, pruafy)= 3 {
n==1 li'k;lh>|n

Wir haben also die Entwicklung nach Eigenzustin-
den von i, k, l;, I, durch die Entwicklung nach
i', k, l,, n ersetzt, und es werden hier fiir jedes I,
die dazugehorenden [;-Werte exakt mitgenommen.

Im Falle der r-Richtung-Quantisierung konnen
wir analog vorgehen und erhalten dann eine Ent-
wicklung nach Eigenzustinden von i, k', [;, n’, wo-
bei n” die Projektion von L, bzw. L auf die r-Rich-
tung ist.

Mit diesen Uberlegungen konnen wir jetzt in vie-
len Fillen entscheiden, welche Richtung fiir die (-
Achse giinstiger ist. Wir betrachten dazu die Ener-
gieeigenwerte der Funktionen, nach denen wir ent-
wickeln, in Abhingigkeit von I, und n bzw. [; und n’.
Wenn beispielsweise die Energiestufen von I, dichter
liegen als die von Iy, ist es vorteilhafter, nach [, zu
entwickeln, also die o-Richtung zu wéhlen, denn
dann ist I, in besserer Naherung als I; noch eine
Quantenzahl, und man kommt bei I, mit weniger
Entwicklungskoeffizienten aus. Dieses Ergebnis wer-
den wir in Abschnitt G verwenden.

Im allgemeinen nehmen wir die Summation iiber
n exakt mit, da sie endlich ist. Nun gibt es aber auch
wichtige Fille in der Molekiilphysik und bei den
Kernmodellen, bei denen n in guter Ndherung eine
Quantenzahl ist, da die Zustdnde mit verschiedenem

% Rt 1) P () V2 Vo, 0| |/ 2L D a9

(24)

8

n energetisch weit auseinander liegen. Da man dann
mit einem oder nur wenigen n auskommt, ist es hier
besonders vorteilhaft, die o-Richtung als {-Achse zu
verwenden.

Die Entscheidung zwischen ¢- und r-Richtung 1aft
sich auch anschaulich verstehen. Etwas vereinfachend
kann man sagen, dafl in vielen Féllen dichtliegende
Energiestufen klassisch grofen Tragheitsmomenten
und damit langsamer Rotation entsprechen. Unsere
Betrachtungen besagen dann in diesem Bild, da
diejenige Richtung fiir die {-Achse giinstiger ist, die
langsamer rotiert.

Die bisherigen Ergebnisse gelten fiir 3 beliebige
Massen. Fiir die Praxis ist jedoch der Fall, daf} Teil-
chen 1 und 2 gleich sind, besonders wichtig. In Ab-
schnitt C IIT haben wir die Vertauschung dieser bei-
den Teilchen allgemein behandelt. Wir wenden jetzt
die Resultate auf unseren Losungsansatz an. Es ist

Ey2 Yin(u,0) =Y, (7 —u,0)

= (-1 Yy, (w,0) . (25)

Da fiir den symmetrischen Zustand
Ey, Onf =+ (-1)"Dhs
und fiir den antisymmetrischen

E, Pz = F (=1)" Dl
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sein muf, folgt daraus, daf} in einer Losung mit ge-
gebener Symmetrie beziiglich Teilchenvertauschung
nur gerade oder nur ungerade Bahndrehimpuls-
quantenzahlen I/, vorkommen diirfen, und zwar ent-
hélt bei positiver Paritdt die symmetrische Losung
nur gerade /,, die antisymmetrische Losung nur un-
gerade [,; bei negativer Paritét ist es genau umge-
kehrt. Die Teilchensymmetrie reduziert also die Ent-
wicklungsfunktionen fiir einen Zustand mit bestimm-
ter Symmetrie auf die Halfte. Im nachsten Abschnitt
werden wir das an einem Beispiel ausfiihrlich disku-
tieren.

G. Losungspraxis

In diesem Abschnitt verwenden wir unsere Er-
gebnisse, um die gekoppelten Differentialgleichungs-
systeme fiir konkrete Potentiale numerisch zu 16sen.
Dazu entwickeln wir die gesuchten Wellenfunktionen
nach geeignet gewahlten Funktionen aus Abschnitt F
und bestimmen die Entwicklungskoeffizienten sowie
den Energieeigenwert, indem wir die auftretenden
Matrizen diagonalisieren. Die erforderlichen Rech-
nungen wurden auf einer Siemens DVA 2002 durch-
gefiihrt.

Damit man an einem iibersichtlichen Beispiel sieht,
wie dieses Verfahren im Falle unserer gekoppelten

l gerade (I, =n):

u
T~ i~

<

wii - § qum/
\

I

IMs~ IM~

=

y/ls o
ot
"\

T%—Z

n=1

N
i
I

2

Fiir [ ungerade erhélt man die gleichen Fille, und
zwar entspricht

(! ungerade, s, +) £ (I gerade, a, —),

(! ungerade, a, +) 2 (I gerade, s, —),
(I ungerade, s, —) & (l gerade, a, +),
(! ungerade, a, —) 2 (l gerade, s, +).

Die zu diagonalisierenden Matrizen entstehen, in-
dem wir die Funktionen

Drin = 2 cle* ¥y, (u, 0)
1 on e

el

H. RUDER

Differentialgleichungen aussieht, beginnen wir hier
genauso wie in der Losungstheorie mit einem Sy-
stem, bei dem 0 und r starr sind.

I. oundrstarr; V="V (u).
Beispiel V (u) =0 (cos>u—1/3)

Wir betrachten im folgenden nur Systeme, bei
denen die beiden Teilchen 1 und 2 gleich sind.
Die potentielle Energie mufl dann die Eigenschaft
V(u) =V (7t —u) haben. Fir u-unabhéngiges Poten-
tial konnten wir das Problem exakt losen. Es waren
dabei L;, L, und L scharf. Jetzt ist nur noch der
Gesamtdrehimpuls L scharf. Da keine Funktionen
von ¢ und r vorhanden sind, erhalten wir die voll-
standige Entwicklung unserer Lésung, wenn wir mit
unbestimmten Koeffizienten iiber einen der beiden
Drehimpulse summieren. Die Wahl der Quantisie-
rungsachse richtet sich hier nach dem Verhéltnis
der beiden Trigheitsmomente p; 0§ und u,rg. Wir
wihlen u; 05> psr§ und entwickeln daher nach I,.
Die Eigenzustinde werden nach Gesamtdrehimpuls,
Paritit und Symmetrie beziiglich Teilchenvertau-
schung klassifiziert.

Da die Differentialgleichungen nur iiber die Ko-
ordinate u verkoppelt sind, zeigt unser einfaches
Beispiel bereits alles Wesentliche; wir schreiben
deshalb die auftretenden Funktionen ausfiihrlich
hin:

Cl,n Yl,n (u, 0)

mn 2

1+
Loans

(26)

" &
(z,=1,3,5,c.?;7+ Vi % ))
( )
(

Cl,n Yl,n (u, 0) ££I;‘Ls

605?[ Yin (u, 0)) Lo

-
I
)
'S

in die gekoppelten Differentialgleichungen (13) bzw.
(14) einsetzen, von links mit ¥, (u, 0) multiplizie-
ren und dann mit dem Faktor sin u du integrieren,
und zwar muf, wegen der Orthogonalitdt der Funk-
tionen L (a fy) beziiglich n die n-te Zeile nur mit
Yy »(u,0), Iy’ = n, multipliziert werden. Die Wir-
kung der Operatoren H.,, bl, b, auf Y10 (u,0)
kennen wir von Abschnitt E IV. Wir fithren noch die
folgenden Abkiirzungen ein:
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_ W L
Def.2/41902[12(l2+1)+l(l+1) 2 n?]

hz
BT

E;, (L n)

I(l,+1),

Vin = 2 noj Yya(u, 0) ¥ () Yy a(u, 0) sinu du,

I

Def. 2 41 €0®’
und geben in Abb.4 als Beispiel die Matrix fiir
l=2,s, + an (Abb. 4 siehe vorhergehende S. 593).

Die Matrizen besitzen fiir alle Kombinationen von
I(3) (¥) dieselbe Struktur: Um die Hauptdiagonale
stehen fiir jedes n quadratische Untermatrizen, de-
ren Elemente vom Potential, aber nicht von [ abhén-
gen. Die Untermatrix n ist iiber ,Nebendiagona-
len“ mit den Untermatrizen n—1 und n+1 ver-
koppelt. Die Quantenzahl ! kommt nur noch in den
Nebendiagonalen und in der Hauptdiagonale vor,
und zwar in ganz einfacher Weise. Darin liegt der
grole Vorteil dieser Entwicklung gegeniiber der
Entwicklung nach Eigenfunktionen von I und [,,
die fiir unser System die Form

zzzal‘l’ { ZC(ll2 lisn —n0) Ylg—ﬂ(u, 0) 'Dir:n (aﬂy) }

[(Ln]l=V(+n)I-n+1)

hat und die als Matrixelemente

Vi =SCUL L n —n0)C (L1l ,n —n0) V}

ola

i Bt
E in Vielfachen von ———
6 2y et

H. RUDER

liefert, also Matrixelemente, die nicht nur kompli-
zierter, sondern auch fiir jedes [ verschieden sind.
Fir Diagonalisierungsverfahren ist daher immer
unsere Methode besser; die zweite Moglichkeit ist
dagegen fiir eine erste Naherung geeignet, weil man
hier fir das ungestorte Problem eine Diagonal-
matrix erhalt.

An unseren Matrizen erkennen wir wieder un-
mittelbar die Bedeutung der o- bzw. r-Richtung-
Quantisierung. Im einen Fall enthalten die Neben-
diagonalen den Faktor #%2/(2pu,03), im anderen
h2/(2 o 75). Es hingt somit direkt von der GroBe
der Trigheitsmomente ab, wie stark die Zustdande
mit verschiedenem n bzw. n” untereinander iiber die
Nebendiagonalen verkoppelt sind.

Als spezielles Beispiel wihlen wir
V(w) =8(cosPu—}) =8 + 1/ T Yo (u,0)

H1Q0° _ 5.

und S
M2 To

Die Niveaus sind in Abb. 5 als Funktion von ¢ auf-

getragen. Fir 0 =0 ist

REL(L+1)
2 uy 0o®

W LG+
2 g 1e?

und wir haben Entartung, da zu gegebenem /; und /,
alle Gesamtdrehimpulse mit |l —L| IS +1 !
gehoren. Diese Entartung wird fiir 6 = 0 aufgeho-

Abb. 5. Energieniveaus fiir das Potential ¥ (u) =0 (cos? u—1/3) als Funktion von 6.
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ben. Fiir groBe & oder kleine k2/(2 1, 03), das heiBt,
wenn die Matrixelemente V7', grofler werden als die
in den Nebendiagonalen, erhalten wir nédherungs-
weise die Niveaus, die durch Diagonalisierung der
n-Untermatrizen fiir sich allein entstehen wiirden.
Diese Niveaus unterscheiden sich fiir gleiches n aber
verschiedenes [ wegen der Form von Ef (L, n) nur
durch [R2/(2 u;08)11(l+1) und sind damit nor-
male Rotationsbanden.

Unser Beispiel zeigt also den Ubergang von der
vollig entkoppelten Bewegung, die durch I; und I,
beschrieben wird, bis zur stark gekoppelten, die
durch [, n und den Zustand von u,r§ charakterisiert
ist und bei welcher u, der ,langsamen Rotation®
von u; wegen des u-abhingigen Potentials adiaba-
tisch folgt.

II. o starr, V=V (ru)

Dieser Fall entspricht den Modellen fiir u-g-Kerne:
Der aus den Massen m; und m, gebildete Rumpf
besitzt um die Verbindungslinie ¢ kein Trigheits-
moment, und damit ist auch der Drehimpuls des
Rumpfes um diese Achse immer Null, wie es experi-
mentell beobachtet wird. Da in der Nebendiagonale
bei p-Richtung-Quantisierung kein r vorkommt, &n-
dert sich die Struktur der Matrizen nicht. Lediglich
die Elemente der Untermatrizen werden jetzt eben-
falls Matrizen, deren Liange durch die Anzahl der
Entwicklungsfunktionen fiir die r-Abhéngigkeit ge-
geben ist, und die Nebendiagonalen werden entspre-

1 1
Vio*+ri+orcosu Vio*+rt—orcosu

Wahrend jedoch die Entwicklung der Eigenfunktio-
nen nach Y;,,(u,0) bei unserem Beispiel in I und
bei den in II erwdhnten Kernmodellen gut konver-
giert, ist dies bei der Coulomb-Wechselwirkung nicht
mehr der Fall. Das hat folgenden physikalischen
Grund: Bei den zuerst genannten Problemen ist die
potentielle Energie eine relativ glatte Funktion von
u. Bei der Coulomb-Wechselwirkung dagegen ent-
hilt sie fiir r=0/2 an den Stellen x=0 und u==
Singularitidten. Wenn zwischen Teilchen 1 und 3 so-
wie Teilchen 2 und 3 Anziehung herrscht, ist die
Wellenfunktion in diesem Bereich besonders grof3
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chend langer. Im iibrigen treffen alle unter I ange-
stellten Uberlegungen auch hier zu. Ein qualitativer
Vergleich mit den vorhandenen Modellen ist nur
moglich, wenn man den Spin von Teilchen 3 mit-
nimmt. Dies geschieht unter Verwendung der hier
gewonnenen Erfahrungen bei NirreL1?. Wir be-
schrinken uns deshalb im folgenden auf atomare
Systeme mit Coulomb-Wechselwirkung, bei denen
der Spin keine wesentliche Rolle spielt.

HI. V=V(oru)

Unsere vorhergehenden Uberlegungen sind metho-
disch zugeschnitten auf solche 3-Teilchen-Systeme,
die genau 2 gleiche Teilchen enthalten. Im atomaren
Bereich gehoren hierzu das Heliumatom und helium-
dhnliche Ionen sowie das H,*-Ion und dhnliche Ge-
bilde. Die Ortsanteile der Wellenfunktionen solcher
Systeme verhalten sich bei Teilchenvertauschung
symmetrisch oder antisymmetrisch. Im Prinzip ist
es moglich, alle Eigenzustinde zu berechnen, indem
wir die u-Abhéngigkeit wie oben nach Y,,(u,0)
und die o- und r-Abhéngigkeit nach geeigneten Poly-
nomen entwickeln und damit die nach Gesamtdreh-
impuls und Paritit getrennten Differentialglei-
chungssysteme losen. Die fiir die Matrixelemente
benétigten Integrale lassen sich geschlossen auswer-
ten, wenn man die in der potentiellen Energie vor-
kommenden Abstinde zwischen Teilchen 1 und 3
sowie Teilchen 2 und 3 folgendermaflen entwickelt
(Teilchen 1 und 2 sollen wieder gleich sein) :

2,
(%) Py, (cosu) fiir r<o/2,

8 18

4
e,
2 (—g—>2rP2,.(COS u) fir g2=r.

r 2 ¥

»=0

und besitzt dort eine Spitze. Um diese Spitze in der
u-Abhéngigkeit mit Y, (u, 0) gut anzunahern, miis-
sen wir viele Funktionen mitnehmen. Da wir das
Verhalten der exakten Losung an den singuldren
Punkten kennen, gibt uns diese Uberlegung gleich-
zeitig einen Hinweis, wie wir eine bessere Konver-
genz erzielen konnen. Wir ziehen dazu eine geeignet
gewiahlte Funktion als Faktor heraus und entwickeln
den ,glatteren Rest. Dabei geht zwar die Ortho-
gonalitat unserer Entwicklungsfunktionen verloren,
aber das ist fiir das Diagonalisierungsverfahren be-
langlos.

10 H. Nirerer, Z. Naturforsch. 23 a, 562 [1968] ; voranstehende Arbeit.
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Mit dieser Methode behandeln wir das Heliumatom. Die Ordnungszahl Z lassen wir dabei zunichst
allgemein stehen. Es ist dann

my=my=m my=m My =me/2 5 s 00
1 2 X 3 He > 1 e/< s MU= 142 mejmits*
Weiter fithren wir dimensionslose Groflen ein:
’ 1 Ze22me ,  Ze22me (4 7 &) 2 h?
=5 aren? T = 27> A=
2 4 h 4dmeyh Z2 et me

Fir /=0 erhalten wir die folgende Eigenwertgleichung:
32 2 9 , 1 (2 3 2me)[ a2 2 3 7177(7527 i)]
{[89'2 T o 3¢ i o (au2 oot 5, )] - (l T e/ |32 TE R o Ao Ty

1 1 |
+2 [ Fr— Vo +r:+20 rcosu 229’] +l} =0,

(27)

Den He-Kern nehmen wir als unendlich schwer an, bemerken aber, dal dabei der Charakter als 3-Korper-
Problem keineswegs verloren geht und daB auch eine endliche Masse mg in unseren Koordinaten relativ
einfach mitzunehmen wire. Fiir die Wellenfunktion machen wir auf Grund unserer obigen Uberlegungen

den Ansatz:

V=", r"u) f(o'r' u) mit

P S T T S 7 7 [ 1 g
Wo=exp{ — Vo +r 20 r cosu— 4V +r7+20 1 cosu+ 5507

der, in die Eigenwertgleichung eingesetzt, liefert:

32 2 2 1 /22 3 Q2

To 87'2_}_‘@7@ F(a} +COtu_aTz>+ ar,2'+
%, (1 3 ¥, 9 1

il el e T

Da Py(o'ru)=¥y(o'rw—u) ist, also symme-
trisch beziiglich Teilchenvertauschung, hat ¥ die
gleiche Symmetrie wie f. Fiir den symmetrischen
Grundzustand sieht daher die Entwicklung von f
folgendermaflen aus:

J(@ 7 u) (30)
={g0(0 1) Yoo (u,0) +g2(0"r") Ygq(u,0) +...} .

Wir haben drei Naherungen gerechnet, an denen
man die gute Konvergenz des Verfahrens erkennt.

f=1: E = —2,85550 atom. Einh.
f=l+c¢0": E = —2,87919 atom. Einh.
f=1+c¢ 0 +csr'?: E= —2,90001 atom. Einh.

Ein Vergleich mit dem genaueren Wert

E=-290372 a.E.

zeigt, da} unser Ergebnis, das nur 2 Parameter ent-
halt, auf ca. 1%o genau ist. Wir haben damit auch
fiir Systeme mit Coulomb-Wechselwirkung eine Me-
thode gefunden, die mit ubersichtlichen Entwick-
lungsfunktionen rasch konvergiert.

Wir stellen noch fiir Z > 2 unseren Ansatz nullter
Naherung fir den Grundzustand (f=1) dem fir
Systeme dieser Art tiblichen einparametrigen Varia-

(28)
2 9 1 (232 d / 1
5 ar o (g rootugy )+ (1= g +4))s
1 ¥, 9 29
) 5t a1 =0- e
tionsansatz

exp{ —k(Vo2+r?—-2¢0"r" cosu
+Vo2+r24+20 1 cosu)}
in Tab. 1 gegeniiber.

Z Variation =1 Experiment
2 — 2,848 — 2,856 — 2,904
3 — 7,223 — 7,235 — 7,280
4 —13,598 —13,612 —13,656
5 —21,973 —21,988 —22,032

Tab. 1. Berechnete und gemessene Grundzustandsenergien in
atomaren Einheiten fiir verschiedene Ordnungszahlen Z.

Unser vor die Lésungsentwicklung gezogener Fak-
tor ¥, (0’ ' u) eignet sich also fiir jedes Z > 2 und
ergibt stets einen besseren Wert als der einpara-
metrige Variationsansatz, wobei die Giite mit wach-
sendem Z noch zunimmt.

Herr Professor Dr. H. Vorz widmete dieser Arbeit
viel Zeit und Interesse und gab mir in zahlreichen Dis-
kussionen viele wertvolle Anregungen. Ich mochte mich
dafiir herzlich bedanken. — Der freundschaftliche Ge-
dankenaustausch mit Herrn H. NipreL hat zur Kldrung
mancher Probleme beigetragen. — Der Firma Sie-
mens A.G. danke ich fiir die groBziigig zur Verfi-
gung gestellte Rechenzeit.



